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    Введение

Функциональный анализ является одним из важнейших разделов современного математического анализа. Он находит применение в математической физике, теории функций, дифференциальных и интегральных уравнениях, численном анализе, теории вероятностей, квантовой механике, математической экономике и ряде других областей.

Данный сборник содержит задачи, подобранные в соответствии с программой курса «Функциональный анализ и интегральные уравнения» для студентов специальности 1-31 03 01-02 − «Математика (научно-педагогическая деятельность)». В нем представлены задачи по разделам «Мера и интеграл Лебега», «Линейные нормированные пространства и операторы в них» и «Гильбертовы пространства и интегральные уравнения». При составлении сборника использовались материалы из [3]. Предлагаемое пособие направлено на закрепление теоретического материала путем самостоятельного решения задач, а также на овладение основными приемами и методами решения задач по функциональному анализу.

Сборник предназначен в первую очередь для проведения лабораторных и практических занятий по курсу «Функциональный анализ и интегральные уравнения». Подбор задач осуществлен в соответствии с расположением учебного материала в программе дисциплины. Материал разбит на темы, по каждой из которых учебным планом по дисциплине «Функциональный анализ и интегральные уравнения» для студентов специальности 1-31 03 01-02 − «Математика (научно-педагогическая деятельность)» предусмотрено выполнение лабораторной работы. Для каждого типового задания подобрано 6 вариантов задач примерно одинаковой сложности. Это позволит также использовать сборник для самоконтроля при подготовке к экзамену. Самостоятельное решение задач по функциональному анализу часто вызывает большие трудности у студентов, поэтому пособие содержит примеры решения типовых задач.

    1 Теория меры и интеграл Лебега

    Тема 1

    Элементы теории множеств 

    1.1.1 Пусть A, B, C, D – произвольные множества. Доказать данные равенства (таблица 1.1.1).

Таблица 1.1.1

	вариант
	равенство

	1
	
[image: image1.wmf](

)

(

)

(

)

C

B

C

A

C

B

A

Ç

È

Ç

=

Ç

È



	2
	
[image: image2.wmf])

\

(

)

\

(

)

(

\

C

A

B

A

C

B

A

I

U

=



	3
	
[image: image3.wmf])

\

(

\

B

A

A

B

A

=

I



	4
	
[image: image4.wmf])

\

(

)

\

(

)

(

\

C

A

B

A

C

B

A

U

I

=



	5
	
[image: image5.wmf])

(

\

)

(

)

\

(

C

B

C

A

C

B

A

I

I

I

=



	6
	
[image: image6.wmf])

(

\

\

)

\

(

C

B

A

C

B

A

U

=




    1.1.2 Пусть 
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. Найти и изобразить следующие множества: 
[image: image8.wmf])

(

),

(

),

(

),

(

1

C

f

B

A

f

B

f

A

f

-

I

. Выяснить, является ли отображение 
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 инъективным, cюрьективным, биективным (таблица 1.1.2).

Таблица 1.1.2

	вариант
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    1.1.3 Выяснить, являются ли следующие множества конечными,   счетными или множествами мощности континуум.

Вариант 1  Множество всех упорядоченных пар натуральных чисел.

Вариант 2 Множество всех конечных последовательностей рациональных чисел.

Вариант 3  Множество всех многочленов с целыми коэффициентами.

Вариант 4 Множество всех прямоугольников на плоскости, у которых координаты вершин рациональны.

Вариант 5 Множество треугольников на плоскости, у которых координаты вершин – целые числа.

Вариант 6  Множество всех открытых кругов на плоскости натурального радиуса, координаты центра которых рациональны.

    1.1.4 Выяснить, образуют ли полуалгебру, алгебру, 
[image: image31.wmf]s

-алгебру следующие системы подмножеств множества Х.
    Вариант 1 Всевозможные промежутки вида 
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    Вариант 2  Всевозможные дуги единичной окружности Т (как содержащие, так и не содержащие свои концы), включая пустую дугу и всю Т, Х
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Т;

    Вариант 3  Всевозможные дуги единичной окружности Т (как содержащие, так и не содержащие свои концы), длина которых меньше числа 
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, включая пустую дугу и Т, Х
[image: image37.wmf]=

Т;

    Вариант 4 Всевозможные промежутки, содержащиеся в отрезке 
[image: image38.wmf]]

1

;

0

[

, Х
[image: image39.wmf]=


[image: image40.wmf]]

1

;

0

[

;

    Вариант 5  Всевозможные промежутки, содержащиеся в R, Х
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    Вариант 6 Всевозможные прямоугольники вида 
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    Примеры решения типовых задач

    1 Пусть A, B, C – произвольные множества. Доказать данное равенство.

    Пример 1 
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     Решение Докажем сначала включение 
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    Пусть 
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    Итак, включение 
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Включение доказано.

    Обратно. Пусть 
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Обратное включение тоже доказано. Следовательно,
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    2 Пусть 
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. Найти и изобразить множества 
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 инъективным, cюрьективным, биективным.

    Пример 1 
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    Решение 1) Найдем f(A).

I способ  Заметим, что 
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. А так как функция f непрерывна, а множество А связно, то f принимает на А все свои промежуточные значения. Следовательно, 
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Обратно, если 
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    3) Поскольку 
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Данное множество представляет собой полосу между прямыми 
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 (рисунок 1).

    Очевидно, отображение является сюръективным, не является инъективным (проверьте), а значит, не является и биективным.
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Рисунок 1 – Множество 
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    3 Выяснить, является ли следующее множество конечным, счетным или множеством мощности континуум.

    Пример 1 Множество всех замкнутых шаров в R3  натурального радиуса, координаты центров которых являются целыми числами.

    Решение Обозначим данное множество через М. Если каждому шару 
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, которое, как легко проверить, инъективно (проверьте). Следовательно, f есть биекция множества М на f(M). Но последнее множество счетно как бесконечное подмножество счетного множества 
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. Следовательно, будучи эквивалентно счетному множеству, множество М тоже счетно.

    Пример 2 Множество действительных чисел из отрезка 
[image: image109.wmf]]
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    Решение Как известно, множество 
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 счетно как бесконечное подмножество счетного множества.

    4 Выяснить, образует ли полуалгебру, алгебру, 
[image: image115.wmf]s

-алгебру следующая система подмножеств данного множества.
    Пример 1 Система всевозможных подмножеств 
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 множества N, которые конечны, либо их дополнения 
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    Решение. Обозначим данную систему через A  и проверим для нее аксиомы алгебры.
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    Таким образом, A является алгеброй. Покажем, что A  не является 
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    Тема 2

    Мера. Меры на R 
    1.2.1 Пусть 
[image: image143.wmf]m

– конечная мера, определенная на алгебре A   подмножеств множества 
[image: image144.wmf]Х

; 
[image: image145.wmf]Î

G

F

E

,

,

A.  Докажите следующие соотношения:

    Вариант 1  
[image: image146.wmf](

m

Ø
[image: image147.wmf]0

)

=

;

    Вариант 2  
[image: image148.wmf])

(

)

(

)

\

(

F

E

E

F

Е

I

m

m

m

-

=

;

    Вариант 3  
[image: image149.wmf])

(

)

(

)

\

(

F

E

F

E

F

E

m

m

m

-

=

Þ

É

;

    Вариант 4  
[image: image150.wmf])

(

)

(

F

E

F

E

m

m

£

Þ

Ì

;

    Вариант 5  
[image: image151.wmf])

(

)

(

)

(

F

E

F

E

m

m

m

+

£

U

;

    Вариант 6  
[image: image152.wmf]Æ

¹

Ç

Þ

>

>

F

E

X

F

X

E

)

(

2

1

)

(

),

(

2

1

)

(

m

m

m

m

.
    1.2.2 Пусть 
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 (таблица 1.2.1).

Таблица 1.2.1
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    1.2.3 Выяснить, является ли множество 
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Таблица 1.2.2

	вариант
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    Примеры решения типовых задач

    1 Пусть 
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– конечная мера, определенная на алгебре A подмножеств множества 
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    Решение  Так как 
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    Решение а) Известно, что формула 
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    б) Как известно, данная формула будет задавать 
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    3 Выяснить, является ли данное множество 
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    Решение Для любого рационального q уравнение 
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    Пример 2  А есть множество точек отрезка 
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    Решение Дополнение 
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    Заметим, что 
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Аналогично получаем, что 
[image: image256.wmf]k

B

измеримо для 
[image: image257.wmf]k

"

 и 


[image: image258.wmf])

(

10

9

)

(

k

k

B

m

B

m

=

.

    Следовательно, по индукции,
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    Таким образом, 
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А так как 
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 (это означает, что вероятность того, что у случайно взятого числа 
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    Тема 3
    Измеримые функции. Интеграл Лебега
    1.3.1 Докажите, что функция  
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Таблица 1.3.1
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    1.3.2 Для функции 
[image: image276.wmf]R

®

]

;

[

:

b

a

f

 (таблица 1.3.2):

    а) выяснить, является ли 
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    б) найти меру множества точек разрыва;

    в) определить, существует ли от нее собственный или несобственный интеграл Римана;

    г) выяснить, измерима ли 
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Таблица 1.3.2
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Окончание таблицы 1.3.2
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    1.3.3 Доказать существование и вычислить 
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плоская мера Лебега (таблица 1.3.3).

Таблица 1.3.3
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    Примеры решения типовых задач

    1 Докажите, что функция 
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Следовательно, каноническое представление этой функции есть
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Поскольку индикатор 
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    2 Для функции 
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    а) выяснить, является ли 
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 ограниченной;

    б) найти меру множества точек разрыва;

    в) определить, существует ли от нее собственный или несобственный интеграл Римана;

    г) выяснить, измерима ли 
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    д) найти интеграл Лебега 
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    Тема 4

    Интеграл Лебега-Стилтьеса
    1.4.1 Пусть 
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Таблица 1.4.1
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    в) Снова используя формулу (1) (которая справедлива и для промежутков вида [a;b)), получаем
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